Uma Introducao Geométrica aos Grupos de Lie

André Nascimento Alcantara Pereira
Gabriel Henrique Lopes Gomes Alves Nunes

Universidade Federal de Minas Gerais

Céassio Anderson Feitosa

Universidade Federal da Paraiba

Cléber Barreto dos Santos

Universidade Federal do Parand

Diego Henrique Faustino Carriel

UNESP

Orientador: Romero Solha

Departamento de Matemdtica
Universidade Federal de Minas Gerais

[T Simposio Nacional do PICME
Fevereiro de 2016



Resumo

Neste trabalho, buscamos entender basicamente os grupos e as algebras de Lie
sob o ponto de vista geométrico, e principalmente enxergar os grupos de ma-
trizes como subvariedades de R™ . Para tanto, comegamos tratando os espagos
vetoriais reais para enxergar a suavidade de fungoes f : R™ — R"™, sempre
através da suavidade de fungoes f : R — R. Demos uma defini¢ao adaptada de
vetores tangentes, através de curvas entre espagos reais. Construimos o espago
tangente & variedade em um ponto a partir dos vetores tangentes, desviando da
definigdo comum feita através de quocientes. As defini¢des foram escolhidas de
forma a permitir o estudo das subvariedades de R™ de uma forma a estender os
mesmos conceitos para variedades mais gerais sem variagao significativa das de-
finigoes. Feito isso, vemos o que sao os grupos de Lie sob um olhar geométrico,
olhando as operacoes relacionadas aos seus elementos, e definindo sua algebra
de Lie, dando atencgao a sua relagdo com os operadores adjuntos. Buscamos o
tempo todo colocar justamente os exemplos dos grupos de matrizes no traba-
lho, para que seja possivel uma melhor visualizacao dos conceitos envolvidos,
fornecendo uma intui¢ao geométrica aos grupos de matrizes, que sao geralmente
tratados de forma algébrica.
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1 Geometria Diferencial

1.1 Aplicagoes Suaves

Funcoes Reais

Seja f : R — R uma fungao.

Definigao: f ¢é diferencidvel em um ponto ¢y € R se existe o limite:

-— lim f(to + h) - f(tO)
" h—0 h

d
Fred

to
Definigao: Se f é é diferenciavel V ¢ty € R, entao definimos sua derivada:

f R —=R

d
t R
0’—>dtf

Definicao: f é dita suave se:
e f tem derivadas de todas as ordens.

e f e suas derivadas derivadas de todas as ordens sao func¢oes continuas.

Curvas Regulares

Definicao: Uma curva regular em R™ é um mapa v : R — R™ tal que:

d

to
Definicao: v é dita suave se cada componente sua for suave, isto é:

zjoy:R = R é suave Vie{l,...,m}

Definigao: Uma curva regular em M é um mapa v : R — M tal que:

d
¥e y(t)| #0 com ¢ uma carta em torno de (o)
to

Vio e R

Definigao: ~ é dita suave se

xjo@oy(t) ésuave com ¢ uma carta em torno de (o)
ViceR,Vj € {1,...,m}



Fungoes Suaves

Definigao: Dizemos que uma fungao f: M — R é suave se:
fovy:R — R ésuave V v suave

Denotamos por C* (M, R) o conjunto de todas essas fungoes. Nota-se que esse
conjunto tem uma estrutura natural de anel comutativo com identidade pela
soma e multiplicacao usual de fungoes.

Definigao: Dizemos que uma funcao F : M — N & suave se:

xjopoFon(t)ésuave com ¢ uma carta em torno de (o)
Vitg € R,V ysuave,Vje{l,...,m}

1.2 Espacgo Tangente

Dada uma curva regular suave v, tal que v(tg) =p € M
Definigao: O vetor tangente a v em p é a funcgio:

v:C®(M,R) = R
fro(f) = S Fonl)

Definicao: O espago tangente a p, denotado Tp M, é o conjunto de vetores
tangentes a alguma curva em p € M

Propriedades

Dado v € Tp M,V f, g € C*(M,R), X € R vale:
Linearidade:

o+ Ag) = LT+ Ag) o)

to

= S(For®) +A(go7()

to

to

d
+/\agoy(t)

d
= &fO’Y(t) .

=o(f) + Av(g)

Regra de Leibniz:

v(f-g)Z%(f-g)ov(t)

to

to

d
+ af oy(t)

= %(fo*y(t)) ‘ (gO'Y(t))

= (for(to)) - %g o(t)

= f(p) - v(g) +v(f) - 9(p)

(go7(t)) =

to to



Base
Teorema: Os vetores:
X;:C*(M,R) =R

9 1
fHT%fO¢

©(p)

com j € {1,...,n} formam base de T, M

Prova:
Todo vetor pode ser escrito como combinagao linear dos X;’s:

1

°opon(t)

d _
—afoip

to

m 9 -
:izzgaxifogp 1

o(f) = 3 Ford)

to

oot

poy(to) 0
Definindo:
d

aj = —xjopoy(t)

=9 =v(zjop) R

to

Como ~(tg) = p, temos V f € C°(M,R)

U(f)zzaiaif‘ :Zai'Xi(f)=<Zai'Xi> (f)

op) =1
m
—— U = Z a; - X;
i=1
E eles sao linearmente independentes, pois se:

iai-XiZOETpM
i=1

- 9 -1 00
:O(f)—o—zai'afxifoso vV feCT(M,R)
i=1 »(p)
Seja f=xzj0¢
0:Zal 3 T;0p0p ! =
i=1 ()

Campos de Vetores
Definigao: Um campo de vetores é um mapa com dominio em M:
X:p— X|, € TpM

Definigao: Denota-se o conjunto dos campos de vetores X(M; R)



1.3 Derivada e Extensoes

Dada F : M — N suave
Definigao: A derivada de F em p é:
dpF : Tp./\/l —)Tp(p)J\f
v —w tal que:
w(g) =v(goF) Vge CTN,R)

Regra da Cadeia

Dadas F: K = M, G : M — N suaves
Teorema:

dp(G © F) = dF(p)G o dpF
Prova:

dpF :u—v  comv(f) =u(foF) vV feC®WM,R)
dpEp)G v —=w com w(g) =v(go Q) Vge C®WN,R)
dpp)GodpF :u—w comw(g) =v(goG)=u(goGoF) VgeC?WN,R)

Como:
dp(GoF):ur— wcomw(g) =u(goGoF) VneCP¥WN,R)

= dp(G o F)(u) = dp()G o d,F(u) Vue T K
= dp(G o F) = dp(p)GO dpF

Extensoes

Dada F : M — N suave
Defini¢ao: O pushfoward por F é o mapa com dominio em X(M;R):
dF : X — Y tal que
Y(p) =dpF(X],) € TF(P)N VpeM

Como F'(p) nao é necessariamente p, mesmo se N' = M, nao é verdade que a
imagem ¢ um campo de vetores em N.

Dada F : M — M suave, com inversa suave
Definigao: A acao adjunta por F' é:

Adp : X(M;R) -X(M;R)
X —Y tal que
Y|p:dF71(p)F(X|F71(p)) VpeM



Algumas Propriedades
Proposigao: d,ldy = Idr,m
Prova:
dedM : TpM — TIdM(p)M = TpM
v — w tal que:
w(f) =v(foldm) = v(f) VfeC®MR)

= dpldm(v) = v VoveTpM
- dedM = IdTpM

Proposigao: Dada v : R — M uma curva regular suave, o vetor tangente a -y
em v(tg) é dado por:

d
v = dto’Y <dt to)
Prova:

dto’Y : TtOIR — T’y(to)M

v — w tal que
w(f)=v(fo") vV feCTM,R)
d d o
= dm<dt )(f)—dtf @) | =v(f) V[feC®M,R)

t to

1.4 Curvas Integrais e Fluxo

Curvas Integrais
Dado X € X(M;R)
Definicao: A curva integral de X passando por p € M é:
v : (—€,€) =M tal que
7(0) =p

Xl (1) = F o) Vio € (6,6)

to

com e maximal. Isto é, a curva tal que o seu vetor tangente em cada ponto é
dado pelo campo de vetores, passando pelo ponto em t =0

Defini¢ao: Um campo de vetores X € X(M;R) é dito completo se, V p € M,
a curva integral de X passando por p tem dominio em todo o R.



Fluxo

Dado X € X(M;R)
Definicao: O fluxo do campo X é o mapa:

o:Rx M—-M
(t,p) = p(t)

vp @ curva integral de X passando por p

Definigao: Outra notagao para o fluxo do campo X é

exp(tX)(p) := ¢(t,p)
Definigao: A exponencial de um campo de vetores X € X(M;R) é:
exp(X): M -M
p > exp(l- X)(p)

A exponencial é um mapa suave, com inversa exp(X )71 = exp(—X). Portanto,
exp(X) € Diff (M)

1.5 Teorema do Mergulho de Whitney

Definicao: Uma subvariedade suave de dimensao m de R™ é um subconjunto
M C R" tal que para cada ponto p € M existe um aberto p € V. C R",
onde V N M é um grafico de um mapa suave de R™ para R"™". Isto é,
VM= {(z,9(x)) € R*"|z € R"} e ¥ : R™ — R™ ™ & um mapa suave onde
U:R™ 32+ (2,%(z) € R”, e U(R™) =V N M.

Teorema do Mergulho de Whitney: Seja M uma variedade (sob certas
condigoes). Entao existe m de tal forma que M pode ser mergulhada em R™

Exemplo: Seja o polinomio pol : R? — R, onde pol(z,y) = ax + b — y com
a,b € R. Seja M = {(x,y) € R?|pol(z,y) = 0}. Se condiseramos ¥ : R — R
dada por ¥(t) = at + b, entdo ¥ mostra que M é uma subvariedade de R2.

Exemplo: Se consideramos o polinémio pol : R* — R, por pol(z,y,z) =
2?2 +y%—1, e o conjunto M = {(z,y) € R?|pol(z,y) = 0}, temos que as fungdes
U,R — R (i = 1,2) dadas por ¥y (t) = V1 —1t% e ¥s(t) = —v1 —t? dao uma
estrutura & M de uma subvariedade de R2.

Exemplo: Analogamente, podemos considerar o polindémio pol(x,y,z) = 22 +
y? + 22 — 1 para induzir uma estrutura de variedade na esfera S? = {(x,y,2) €
R3|2? 4+ y? + 22 = 1}.

Exemplo: Considere os polinémios pol; : R* — R e pol, : R* — R dados por
poly (z,y, z,w) = 2° +y> = 1 poly(z,y,z,w) = 2> + w® — 1.
Podemos entao mostrar que

M = {(z,y, z,w) € R*poly(z,y, 2z,w) = poly(x,y, z,w) = 0}



¢ uma subvariedade de dimensdo 2 de R*, e esta variedade nada mais é do que
o0 toro, que também pode ser visto em R3.

Exemplo: Seja U, = {4 € M(n; C)|Azt = Id} o grupo das matrizes unitarias.
Por exemplo, temos que Uy = {A € M(n; (D)|A2t = Id}, podemos representar
qualquer elemento pela forma A = [a+ bi], e logo teremos que AA = a®?+b? =1,
0 que nos permite identificar U; com S?.

Observacgao: Seja z € R™ e ¥ : R™ — R"™™ um mapa suave. Entao temos
que d,V : T,R™ — T@(z)]R” é injetivo. Podemos observar que pr,, : R” — R™

dada por
Prn(T1, X2, o Ty ooy Ty) = (21, 22,...,Tm) € a inversa (sobre a imagem) de
v,

1.6 Mais Geometria Diferencial

Defini¢ao: Dizemos que (V N M, ¥) é uma carta local em torno de p.
Definigao: Dizemos também que z; o ¥ é uma funcao coordenada.

Observagdo: Sejap € Vi NVy C R™, com (V1 N M, Tq) e (VoN M, Ts) cartas
locais. Temos que a fungao

—1
Wy 0 Wy |\I/1(V1ﬂV2)

é suave e além disso é um difeomorfismo. Temos que a sua inversa também é

) ~1
suave e ¢ dada por ¥ o U, |‘112(va2).
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2 Geometria dos Grupos de Lie

2.1 Grupos de Lie

jam G um conjunto nao vazi um racao binari : . Dizem
Sejam G co to nao vazio, e a operacao binaria x : G Xx G — G. Dizemos
que (G, ) é um Grupo se sdo satisfeitas as seguintes condigdes:

e Associatividade:
(91 % 92) * g3 = g1 * (g2 * g3) V91,92,93 €G

e Identidade:
Je € g tal que
exg=gxe=g Vgeg
e Inversa:
3 g7t € G tal que

glrg=gxgl=e Vgeg

Definicao: Um grupo (G,0) é um grupo de Lie (suave) se também é uma
subvariedade de Diff (M), e a aplicagdo o : G X G — G é uma fungao suave.
Nesse caso, denotamos g := TeG.

Definigao: A multiplicagao a esquerda por um elemento g € G é o mapa:

Ly:G—G
h+— goh

Ly herda a suavidade de o, e tem inversa Ly-1, portanto L, € Diff(G).
A mesma construgdo pode ser repetida para a multiplicacdo & direita, R,.

A derivada de L, na identidade é o mapa:
deLg:9—Tp, )G =T,G
Podemos, a partir disso, construir um campo associado a um dado x € g.
Definigao: z; € X(G;R) é o campo tal que x|y, = deLy(2)
Definigao: Essa associagao permite definir a exponencial de um vetor:

exp:g— G
> explor)(e)

Vale a relacao:

exp(r) = e = Z (t z')J

=0

11



Teorema (Moskowitz e Sacksteder, 2003) Se G é conexo entdo para qual-
quer g € G existem x,y € g tais que g = exp(z) - exp(y).

Observagao: A aplicacio exp é um difeomorfismo entre uma bola centrada em

0 € g e a imagem desta bola por exp em G.

2.2 Homomorfismos

Dados grupos G e H, dizemos que ¥ : G — H é um homomorfismo de grupos se
U(g-h)="U(g) ¥(h) Vg, heg

Definigao: Um homomorfismo de grupos de Lie é um homomorfismo de grupos
suave.

Seja ¥ : G — H um homomorfismo de grupos de Lie.
Teorema: ¥ oexpg = expy o d.¥, isto é, o diagrama comuta:

g expg G

of |

hﬁH
XPH

Definigao: A agao por conjugagdo de um grupo de Lie (G,-) é o mapa
A: G — Diff(G)
g Ay

onde A, é a conjugagao dada por Ay(h) =g-h-g~!

Proposigao: A agdo por conjugagdo é um homomorfismo de grupos de Lie
Prova:

Agrgy(h)=g1-g2-h-(g1-92)""

=g1-(92-h-g,") g1
= Ag, (Ag, () = (Ag, 0 Ag,)(h) Vheg
= Ag,.g, = Ag 0 Ay, Vg1, 2€G
Proposigao: A conjugagao por g € G é um homomorfismo de grupos de Lie
Prova:
Ag(hl'hg):g'hl'hg'g
=g-hi-g g hag
= Ay(h1) - Ag(h2) Y hi, ha €G

A suavidade de ambas é herdada da suavidade da operagao de grupo.

12



2.3 Acao Adjunta
Definicao: A acao adjunta por g € G é:

Adg:i=deAg 9 — Ta )0 =9

Note que usando o teorema sobre homomorfismos para Ay, se tem:

expg oAy = Ad, o expg

Proposigao: A aplicacio

Ad: G — Autr(g)
g — Ad,

é uma representagao de (G, -) em g, chamada representacdo adjunta.

Prova: Pela regra da cadeia,

Adg.p, = deAgp = de(Ag0Ap)
=da, (e)Ag 0 deAp
= Ad, o Ady, Vg, heg

Definigao: A o6rbita adjunta de um elemento = € g é dada por:
Oy ={Ady(z) | g€ G} C g

Com isto podemos mostrar que, sob certas condigbes, O, é uma subvariedade.

2.4 Algebra de Lie

Defini¢ao: Uma dlgebra de Lie (real) ¢ um espago vetorial (sobre R) g com
uma operagao bilinear [, ]: g x g — g satisfazendo:

e Alternancia:
[x,2] =0 Vaxeg
e Identidade de Jacob:
[z, [y, 2]] + [y, [z, 2] + [2, [, y]] = O Va,y,z€9

Proposigao: No caso real, é completamente equivalente a Alternancia:

e Anticomutatividade:
[m,y]z—[yw] Vx,yeg

Prova:

13



e Alternancia = Anticomutatividade

[z +y,z+y] = [z, 2] + [2,9] + [y, 2] + [y, Y]
= [x,y]Jr[y,x] =0
= [z,y] = —[y, 7] Va,yeg

e Anticomutatividade = Alternancia

[z,2] = —[z,2]
= [z,z]+ [z,2] =0
0-271=0 Vrecg

Observagao: Essa proposicao é valida para algebras de Lie sobre corpos com
caracteristica diferente de dois, isto ¢, nos quais 3 27! <= 2 # 0, como por
exemplo R.

Proposigao: A versao infinitesimal da representacdo adjunta,

ad :=d.Ad : g — Taa, (Aut(g)) = End(g)
T ad; g — ¢

fornece uma estrutura de algebra para g satisfazendo:
(1) ady(z) =0, para todo x € g
(2) ad:(y) é bilinear em z e y
(3) adqq,(y)(2) = lady,ady](2),¥Y x,y, 2 € g
A condigao (3) da proposi¢ao anterior que fornece uma estrutura de algebra
satisfaz a identidade de Jacobi:
ady o ady(z) + ad; o ad,(y) + ady o ady o ad.(z) = 0.

Mais usualmente podemos denotar ad,(y) = [z, y]

Entao, de acordo com a proposicao, o espago vetorial g munido da operagao o
colchete de gl,,(R) (e de seus subespagos) [z, y] = ad,(y) é uma Algebra de Lie.

Mais ainda, quando consideramos os casos de matrizes GL,,(R) (e seus subgru-
pos) geralmente temos que [z,y] = 2y — yz.

Podemos ver que quando o grupo G é abeliano, o par (g,ad) é trivial como
algebra.

Também podemos obter a seguinte relacao:

g- e,y - 97" = Adg(ads(y)) = adaa, (@) (Adg(y))-

14



3 Grupos de Matrizes
3.1 Os Grupos GL,(R) e SL,(R)

Defini¢ao: Denota-se por GL,(R), ou Grupo Linear Geral de Dimensdo n, o
conjunto:

GL,(R):={AeM,(R) | 3A™'}

Dotado da operacao de multiplicacao matricial.
Note que a condigao 3 A™1 ¢ equivalente a det(A) # 0.

Afirmacao: GL,(R) é um grupo.

Prova:

e Fechamento:

Se A, B € GL,(R)
< det(A)#0 e det(B)#0
<= det(AB) = det(A) det(B) # 0
< AB e GL,(R)

e Associatividade:

Segue da associatividade da multiplicacao matricial.

e Identidade:

e Inversa:

Se A € GL,(R),
e3A T =4 = A€ GL,(R)

15



Definigao: Denota-se por SL,,(R), ou Grupo Linear Especial (Unimodular) de
Dimensao n, o conjunto:

SLp(R) :={ A€ Mu(R) | det(A)=1}C GLy(R)

Dotado da operagao de multiplicagao matricial.
Afirmacao: SL,(R) é um grupo.

Prova:

e Fechamento:

Se A, B € SL,(R)
< det(A)=1 e det(B)=1
<= det(AB) = det(A)det(B) =1
<= AB € SL,(R)

e Associatividade:

Segue da associatividade da multiplicacdo matricial.

o Identidade:
det(I,) =1 = I, € SL,(R)

10 - 0
01 - 0

e Inversa:

Se A € SL,(R),
1 =det(I,) = det(AA™") = det(A) - det(A™') =det(A™') = A" € SL,(R)
Exemplo: Um caso do Grupo SLa(R).

Sejam:

5 7
A_<2 3> det(A)=5-3-2-7T=1

5 3
B—<3 2) det(4)=5-2-2.2=1

Se A,B € SLy(R) e A- B=C, entdo C € SLa(R).
5 7\ (5 3 46 29
A'B—<2 3><3 2)‘(19 12>_C’
det(C) =46-12—29-19 = 1.

-19 46
Entdo, C,C~! € SLy(R)

cl= ( 12 _29> , com det(C™') =12-46 — (—29) - (—19) = 1.

16



3.2 A Algebra de Lie de GL,(R)

Afirmacao: O espago tangente a identidade de GL,(R), T.GL,(R), dotado
da operacio de A¢ao Adjunta, Adgy, ou a Algebra de Lie gl,,(R), é isomorfo ao
espaco das matrizes M, (R).

Prova: Dados a identidade de GL,(R) e uma curva regular suave =, tal que
~(0) = I,, € GL,(R), o vetor tangente a v em I,, é o funcional:

v: C*®(GL,R) =-R

fef) = S Forl)

0

O vetor v pode ser escrito como combinacdo linear das derivadas parciais da
fungao f, X;, as quais formam uma base para o espago em questao:

:Zvi'Xi(f)

Por exemplo, um vetor v = (v1,v2,v3) tangente a um ponto p, com v,p € R3,
pode ser escrito como:

- 0
u(f) = sz%f
i=1 v

€

0
+1}3f

+U*
2
82

dy

p p

Definindo-se a funcéo:

zjk : GL,(R) »R
A ijk(A) = Qjk,

que para cada matriz A € GL,(R) retorna a sua entrada ajx, pode-se definir
uma nova funcao para o vetor tangente:

v:R —-M,(R)

zjk —v(T k) = vjk, uma matriz.
Logo, pode-se escrever o vetor tangente na forma:

n a n
v= Y vkg—| = D vk Xk,
(9$jk

j,k=1 € j,k=1

sendo que as matrizes X, formam uma base para M, (R).

Portanto, sendo gl,,(R) o conjunto dos v, tem-se que:

gl,(R) = M, (R)

17



Outra abordagem possivel seria definir as curvas que constroem as bases do es-
paco T.GL,(R) = gl,,(R).

Exemplo: O caso n = 2, em que gly,(R) = Ma(R).
Utilizando-se a funcao x;, definida anteriormente e definindo-se uma curva

_(1+t O . (1 0\ _
At) = ( 0 1), tem-se que: A(0) = <0 1) =Ie
1 0>
= - B
0 <0 0
Analogamente, definindo-se as curvas

B(t)—((l) D,C(b‘)—(i ?)veD(t)_G) 13—t)’

é possivel construir, também,

0 1 0 0 0 0
E2=(0 0>,E3=<1 0)79E4=(0 1>,

respectivamente.

d
&ZL’jk @) A(t)

0 ik #1,1 d
D S J_’ 71, , ou seja, — A(t)
0 1, sejk=1,1 dt

Uma vez que Ej, Fa, E3 e E, sao bases tanto de gly(R) quanto de Ma(R),
pode-se concluir que:

glh(R) = M2(R)

Intuitivamente, pode-se entender o vetor tangente a uma curva pertencente
a um grupo de matrizes, em sua identidade, como uma variagao em torno da
identidade.

Exemplo:

()

sofre uma perturbagao ¢ na diregao ai2 da matriz a partir da identidade, e a
taxa dessa variagao é dada por:
B (0 1)
0 0 0

d
—A(t
@)
Afirmagdo: A Algebra de Lie de um sub-grupo G C GL,(R) é um subes-
paco de M, (R).

Prova: Como a Algebra de Lie de GL, (R), gl,(R), ¢ isomorfa ao espaco das
matrizes M,,(R), quando G é um grupo de matrizes e subgrupo de GL,(R),
o espago tangente & identidade do grupo, T.G, dotado da operagdo de Agao
Adjunta, Adg, ou a Algebra de Lie g(R), é um subespaco de M, (R).
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3.3 Determinante e Traco - Um Resultado Geral

Lema: Se v: R — M(R;n) é diferenciavel e v(0) = I, entao:

d
3 et (®)) | = trago(v'(0))
0
Prova: Sabendo-se que:
n+1
det(A) = " (=1)"" - Ay, - det(AL, 1)),
i=1

onde A[i, j] é a matriz A sem a linha i e a coluna j, tem-se que:

ddt t —dnH 1)y (t)1, - det(y(t)[1, 4
m 6(7())0_51;(_) w()u-e(v()[w])o

= > (-pt (7’(0)1i~det(v(0)[17i]) +7(0)1i - % det(y(t)[1,4])
=1

)

= (0)11 + % det(vy(t)[1,1])

0
Repetindo-se o argumento n vezes para calcular

D et (y()1,1))

, tem-se:
dt

0

< det(1(1)

=7'(0)11 +7'(0)22 + -+ + 7' (0)nn,
0

sendo que, para o caso da matriz y(¢)[n — 1,n — 1], por se tratar de uma matriz
1 x 1, tem-se:

det(y(t)[n — 1,n —1]) = v(t)nn , logo

4 det(y(t)[n—1,n—=1]) | =~"(0)nn
0

dt

Portanto, como

Y (0)11 +7'(0)22 + -+ + 7' (0) . = traco(7/(0)), tem-se que

% det(~(t)) = trago(v'(0))

Exemplo: O caso das matrizes M3 (R), também pelo método dos co-fatores.

Define-se uma matriz:
_ (alt) b(t)
a0 = (20 ),
com det(A(t)) = a(t) - det(d(t)) — b(t) - det(c(t)) = a(t)d(t) — b(t)c(t), logo,

4 det(a(t)

= = d(0)d(0) + a(0)d'(0) — b'(0)c(0) — b(0)<'(0),

0

mas como em ¢t = 0, A(0) = [,,, tem-se que:

4 det(a(t)

T =d’(0) + d'(0) = trago(A’(0))

0
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3.4 A Algebra de Lie de SL,(R)

Afirmagao: O espaco tangente a identidade de SL, (R), T.SL,(R) ou a Alge-
bra de Lie sl,(R), é o conjunto de todas as matrizes em M, (RR) cujo trago é
igual a zero.

Prova: Como 7(t) € SL,(R) V ¢, tem-se que det(y(¢)) = 1.

0

Logo, se v : R — SL, (RR) ¢ diferenciavel com 7(0) = I,,, tem-se que - det(y(2))
0. Portanto, o trago(7’(0)) = 0 e todas as matrizes em 5[, (R) tém trago zero.
Exemplo: As bases de sl,(R).

Para definir as curvas que constroem as bases do espago T.SLo(R), utiliza-se a

et 0

funcéo x;, previamente definida e uma curva A(t) = ( 0 e‘t>’ tal que:

det(A(t)) = e'e™" =1, logo A(t) € SLa(R), e
A(0) = ((1) (1)) — I,

Além disso,
d 0 ik #1,1 2,2
—z 0 A(t) | = 5e ‘7" 7 1,1ou2, , ou seja,
dt o -1 se j,k=1,10u22
d -1 0
el 0 ( 0 1) =B

Sendo que Fy = (8 é) ,e BFs = ((1) 8) podem ser construidas através das

mesmas curvas apresentadas para o caso T.GLa(R).

Vale observar que os tragos de todas as matrizes que formam a base sao iguais
a zero, como era esperado para uma curva com determinante igual a um.

Além disso, a dimensao de T.SLo(R) é igual a trés, sendo possivel identifica-lo
com o R3, o que sera util posteriormente.

3.5 Acao por Conjugagao e Agao Adjunta
Definigdo: Para qualquer grupo de matrizes G dotado de uma Algebra de Lie
g, uma Agao por Conjugacao por multiplicacdo a esquerda é uma agao do grupo
G sobre ele mesmo, na forma:

Agr = G- z-G L, VYG zeg

Como G é um grupo, Agz esta contido em G.
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Exemplo: Agao por Conjugacao para um grupo G C GL,,(R)
Ag(h)=G-h-G™* com G,h €,
pode ser visto como uma transformagao de coordenadas:
[A-B-A7T,

que transforma os elementos b;; na base {e1 - --e,} C R™ em elementos na base
{v1---v,} CR™

Observagao: Agy é uma mudanga de base geral e nao preserva a orienta-
gdo. Ja Agy preserva a orientacdo, uma vez que para o grupo SL,(R) existe a
condicao de que o determinante seja unitario.

Definicao: A Acao Adjunta é definida como a derivada na identidade do grupo,
isto é, se g € g, entao:

Adeg = S Ac((1))

pr , sendo 7(t) um caminho em G,~v(0) = I,7'(0) = g.

0

d
Adg = d(Ag)r = Gav(t)G’l

:G.g.Gil
0

Exemplo: Ag¢do Adjunta no espago tangente a um grupo G C GL,(R)

Como a Ag¢do Adjunta é a derivada na identidade, ela pode ser construida a
partir da Acao por Conjugagao:

Sejam %h(t) ‘ =z, h(0)=e,e G,h € g,
0

d d d

~A - — (G- .Gt -G — “1l_qGg.rx-g1

T a(h(t)) . dt(G h(t)-G™) . G dth(t) OG G-x-G
Portanto,

Adg(z)=G-2-G ', comGeGexcg

3.6 As Orbitas Adjuntas da Algebra de Lie de
SL,(R)

Definigdo: O conjunto das imagens de um elemento = de uma Algebra de Lie
de um grupo G, sob acdo de todos os operadores Ad,, ¢ chamado de Orbita
Adjunta de z:

O, :={Ady(z) | g€}
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Exemplo: Como determinado anteriormente, a Algebra de Lie sly(R) = R3.

As Orbitas Adjuntas em sly(R) sdo as componentes conectadas das quadricas:

e a2 4 bc = constante # 0
e cada metade do cone a4+ bc =0

e caorigema=b=c=0

— - _—

- —

Figura 1: Orbitas Adjuntas em sly(R)
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